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Resumen

This article examines the Walrasian equilibrium within classical and Keyne-
sian economic models, focusing on the effects of nominal and real rigidities.
It presents the assumptions, equations, and policy analyses for the classical
model with flexible prices and wages, the Keynesian model with nominal
wage rigidity, and models incorporating real and nominal rigidities. Using
differential calculus and matrix representations, the study analyzes the im-
pact of fiscal and monetary policies on real and nominal variables, such as
output, employment, interest rates, and prices. The classical model demons-
trates money neutrality and ineffective fiscal policies due to price flexibility,
while the Keynesian model highlights unemployment and effective policy
interventions under rigidities. The analysis provides a comprehensive un-
derstanding of economic equilibrium dynamics for students and researchers
in mathematical economics.
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Introduccion a la economia matematica I
1 Modelo Clasico: Equilibrio de Walras

1.1 Supuestos

Precios y salarios flexibles: W y P, W /P salario real.
Todos los mercados en equilibrio:

— Y' = Y9 = Y*: Equilibrio en el mercado de bienes.
- M9 = M?*: Equilibrio en el mercado monetario.
— N' = N% = N*: Equilibrio en el mercado de trabajo.

* Pleno empleo.

* Desempleo voluntario.

* Demanda agregada: Deducida de la teoria cuantitativa del dinero.

Oferta agregada: Deducida del mercado de trabajo por los salarios reales y nivel de
precios, tiene forma perfectamente ineldstica.

1.2 Observaciones

* Variables reales: Produccién (Y’) y nivel de empleo (N').

* Variables nominales: Tasa de interés (r) y precios (P).

* Neutralidad del dinero: Un aumento en la oferta monetaria (T M) implica un aumento
proporcional en los precios (T P), sin afectar las variables reales (Y’, N*).

* Politicas fiscales y de renta: Ineficientes debido al ajuste automadtico de precios y sala-
rios.

1.3 Planteamiento

1. Planteamiento del modelo:

Yi=CY")+I1(r-7)+SD, SD=C+G +1,

M
?:L(Yt,r),
w
NI:Nd —1,
[7)
N = (Y
P b
Y' = f(N),

donde:

* Variables endégenas: Y, r, N', v, P.

* Variables exégenas: SD, M, 7.

2. Forma de identidad:
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Yi-C(Y)-1(r-7)-SD=0 Y =Y'(SD,M,7),

M
7 -L(Y'r)=0 < 7=r(SD,M,n),

W _ _
Y (F) —0 o N'=N(SD, i1, %),

P P P
Yl_f(Nt):O (—)P:P(SD,M77?)9

3. Aplicacion de diferencial total:

(1 = Cy)dY' - I.dr = —I.d7 + dSD,
dM
P b
w
dN' = N¢,d (—)
b P

M
—Ly:dY' + L, dr + ﬁdP =

dN' = N d (K) ,
7 \P

dy' = f'(N")dN'.

4. Despejando exdgenas:

(1 = Cy)dY' - I.dr = —I,dr + dSD,

M am
—LytdYt + L,dr — ﬁdp = -

P’
W
dN' = N%,d (—) =0,
b P
w
AN = NS, d (_) _o,
b P
dy' — f/(N"dN' = 0.
5. Matrices:
—Ly: L, —p2 0 Od dr 0 _% 0 dSD
0 0 0 1 “Nyll aP |=]0 0 o0 ||dM
0 0 0 1 -N3, dN' 0 0 —I||dnr
va w
I 0 0 —py o [l 00 0

6. Determinante:

Calculamos el determinante de la matriz para evaluar la estabilidad del sistema:
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[1-Cy -1, O 0 0
~Ly: L, -% 0 0
det| O 0 0 1 Ny Ag (Vg - w3, )
0 0 0 1 -NS, "
F
1 0 0 —f(N) 0

El determinante no es cero, lo que indica que el sistema es invertible y tiene solucién
unica bajo las condiciones del modelo.

7. Andlisis de politica fiscal:

Consideramos el efecto de dSD > 0, con dM = 0, dit = 0:

e 7 ar T
1-Cy: —I, (3‘4 0 0 &5 1
—Ly: L, -4 0 0 = 0
0 0 0 1 NG| <4 | Z |
PR |7 Lol
0 0 0 1 —NA;FV d%_b) 8
’ t P
1 0 0 -f(N) 0 ||—25]
Calculamos:
1 -5, 0 0 0
0 L -% 0 0
det|0 0 0 1 -N4¢,
P
0 O 1 —Ns%
ay' 0 0 —f'(NY 0
dsb  [1-¢y -1, 0 0 0
Ly L. % 0 0
det| O 0 0 1 -N4,
P
0 0 0 1 —Ns%
1 0 0 —f'(N) O
Numerador:
1 -, 0 0 0
0 L —% 0 od
det [0 0 0 1 -N wi=0 (primera columna tiene ceros en filas 2-5, y el bloque 3x3
0 O 0 1 —Ns%
0 0 0 —f'(N) O

Denominador:
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0 0 0
—Ly: L, —% 0 0 _
det| O 0 0 1 -N4 | _ ML (Nd _Ns)¢0
0 0 0 1 NSF P> Uy ’
“Yw
1 0 0 —f(N) O
Resultado:
dy' 0 0o
dSD a1, e

d

5 (N w—N Sﬂ)
P P

Esto indica que un aumento en d SD no afecta Y?, consistente con el modelo cldsico, donde

el pleno empleo y la flexibilidad de precios neutralizan la politica fiscal, afectando solo
variables nominales.

1.4 Efecto crowding out
Un aumento en el gasto publico (G) incrementa Y9, lo que inicialmente eleva Y. Esto

aumenta la demanda de dinero (M¢ > M?*), elevando la tasa de interés (r) y reduciendo la

inversion (1). En el modelo cldsico, Y’ regresa a un nivel menor por el ajuste de precios, pero
con una tasa de interés mads alta:

G- Y 1Y 1->Mi>M >r1—1].

Manteniendo la tasa
de interés inicial
el incremento de renta es Y3

Pero como sube r, baja 1,
Y’ regresa a Y3

Y
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Si no hay cambio en el tipo de interés, no hay efecto expansivo.

2 Modelo 2: Salarios Nominales Rigidos (Keynesiano)
2.1 Supuestos

+ Salario nominal rigido: W es exdgeno.

* Equilibrio en el mercado de bienes.

* Equilibrio en el mercado monetario.

* Desequilibrio en el mercado de trabajo: Oferta de trabajo (N*) mayor a la demanda de
trabajo (N 4y,

N* > N? (exceso de oferta de trabajo)

* Desempleo involuntario.

* Oferta agregada: Deducida de la curva de Phillips.

+ Empleo efectivo: Determinado por la demanda de trabajo, N’ = N¢.
* Alto desempleo: j—% < 0.

2.2 Planteamiento

1. Planteamiento del modelo:

Yi=CY")+I(r-7)+SD, SD=C+G +1,

= = L)

et
P

Y = f(N),

donde:

* Variables endégenas: Y ' r, N, P.
* Variables exégenas: SD, M, 7, W.

2. Forma de identidad:

Yi-C(Y)-1(r-7)-SD=0 «Y"* =Y (SD,M,7,W),
%—L(Yt,r)zo o r*=r(SD,M, 7, W),
Nt—Nd(g):O & N™ = N'(SD, M, 7, W),

Y'— f(N)=0 « P*=P(SD,M,7,W),

3. Aplicando diferenciales:
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(1= Cy)dY' - I.dr = dSD + I.dx,

M dm

~Ly:dY' - Lydr + —dP = —,
P

dN' — N¢ (dW w ) =0

dY' — f/(N"YdN' = 0

4. Despejando exdgenas:

(1 — Cy)dY' - I.dr = dSD + I,dn,

M dM
t —
—LytdY - err - ﬁdP = —T,
z IV
t a (W _ ard W
dN +N% (—PzdP) =Ny, (_P ),

dy' — f/(N"dN' = 0.
5. Matrices:

1- CYt —Ir 0_ 0 dyt 1 0 Ir 0 dsb
~Lye -L, -% 0 dr 0 - 0 0 ||am
7 = 1 S

0 0 Nyp 1 [|aP|T[0 0 0 Nyp||dr

i 0
~Ly: -L, —% 0
A= d W
0 0 N% 7 1
1 0 0 —f"(N")
Expandiendo por la cuarta fila:
1 - CYI _Ir O_ 1 — CYt —Ir 0
A= (=f (N)-(=D)**det| =L =Ly~ |+1.(=1)*3det| -Ly» -L, ap
0 0 Ni& 1 0 0
P
El segundo determinante es:
1-Cy =1, O ]
det —Ly: -L, —% = —Irﬁ
1 0 0

El primer determinante es:
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M w 1-Cy: -1
det| Lyt —Lr -5 | = N4 — det 1.
P | M| Ly L,

Calculando:

1-Cye I,
det [ _LY[Y L ] = (1 - CY‘)(_Lr) - (_Ir)(_LY‘) = _Lr(l - Cyt) — I Ly:.

Entonces:

, w M
A=—f' (N ~N;’1ﬁ [-Ly(1 = Cyt) = I, Lyt] = [, —
P

P2’
Factorizando:

MI, W

, w
A= = J'(NONY 55 [L (1= Cy) + L L]

Dado que L, < 0,1, < 0,1 —=Cyr >0, Ly: >0, f/(N') >0, N% <0, M >0,P >0, el
signo de A depende de los valores, pero tipicamente A < 0.
7. Andlisis de politica fiscal:

. t
Consideramos %Y

dW,condWiO,dSD:O,dﬁ:O,dM:();

0 ar’ 0
- d
~Lye -L, -M4 0 dr. 0
i w Wl =na 1
0 0 N% b7 1 i W v
1 0 0 -9 0
Calculamos Z]‘\; usando el método de Cramer:
1-Cy: -1, 0_ 0
Ly -L, -% 0
dtl o0 NIE Nid
b v
dN'? 1 0 0 0
aw A
Numerador:
1'}f5“ ff’ ?q 8 1-Cye -1, 0
~Lye L, -@m i 1
det| o o nd W yai|=(DPR0der| “Lr mLe =g e (-)PNG Sdet | -L
gp TuP 0 0 Ny g
1 0 0 0 3

|

1
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El primer término es cero, y el segundo determinante es Ir 2 Entonces:
1 M 1 M
— d d
det——(N P) ( Irﬁ) N%FI,-E
Por lo tanto:
N% L1 M
dN! _ % P p2
dw A

DadoqueN‘é <0,Ir<O,M>O,P>O,yA<O,elsignoes:
P

dN'?
— <0 (Desempleo
e ( pleo).

N* (Familias)

N4 (Empresas)

Desempleo: Nj — Ni’

3 Modelo 3: Rigideces Reales (Desempleo Clasico - Salario Real Rigido)

El salario real es rigido y estd dado por:

w
7= X (rigidez de salario real).

3.1 Supuestos

* Existe desempleo involuntario debido a un salario real X por encima del nivel que garan-
tiza el equilibrio en el mercado de trabajo (N* > N¢).

* Equilibrio en el mercado de bienes: Y’ = Y.

« Equilibrio en el mercado monetario: M = M?.
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* Bajo el supuesto de que, ante una politica econémica, las variables reales (Y’, N') se
comportan de manera contraciclica a las variables nominales (P). Ademéds, el salario real
estd por encima del nivel que vacia el mercado de trabajo, lo que genera desempleo.

dy! dN'! dP
<0, —<0, —>0.
ax -0 ax T~V ax

w

7 =X = rigido,

N' = N4(X),

Yt — YS — Yd,

M4 = M*.

3.2 Planteamiento del Modelo

1. Ecuaciones del modelo:

Y'=C(Y'-T)+I(r-7)+SD, SD=1+C+G,

g =LY, r),
N' = N4(X),
Y' = f(K,N).

Variables endégenas: Y', r, N’, P.

Variables exégenas: SD, M, X, K, T, 7.

2. Forma de identidad:

Reescribimos las ecuaciones como identidades:

Yl-Cc(Y'-T)-1(r-7)-SD =0,
M

?—L(Yt,r) :0,

N —NY(X) =0,
Y' - f(K,N") =0.

Las variables end6genas dependen funcionalmente de las exdgenas:
Y' =Y (SD, 7, M, X),
=r(SD, 7, M, X),

P(SD, 7, M, X),
N'(SD, 7, M, X).

7
p
]\7[

3. Diferenciales:

Tomamos la diferencial total de cada ecuacion:
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(1 = Cy)dY' - I.dr = dSD + I,.dn,
M 1
Ly dY' + L.dr + —=dP = —dM,
P? P

dN' = N&ax,
dY' — f'(N")dN' = 0.

4. Representacion matricial:

Escribimos el sistema en forma matricial Ax = Bz:

1-Cy -1, 0 0 dy'l| [L I. 0 0][dSD
Ly L % 0 dr| |10 0 5 0]]|dn
0 0 0 1 dP| [0 0 0 N&||dM
1 0 0 —f/(N")]|[dN' 0 0 0 0]|dx
5. Calculo del determinante:
La matriz A es:
1-Cy -1, 0 0
A-| Lr L % 0
0 0 0 1
1 0 0 —f(NY)
Calculamos det(A) expandiendo por la tercera columna:
W 1-Cy -1, 0 1-Cy -1, 0
det(A):ﬁ~(—1)2+3det 0 0 I |+ (=D**det| Ly L, %I
1 0 —f'(N") 1 0 O

El primer determinante es 0 (dos filas proporcionales), asi que:

1-Cy -1, 0
det(A) =det| Ly L, %|.
1 0 0

Expandimos por la tercera fila:

det ldt[_lr 0] I
et=1-de 7| =1 -
L %

Dado que I, <0, M > 0, P > 0, entonces:

M
det(A) = -I,— > 0.
P



MODELOS ECONOMICOS 13

2ys e o s dN'
6. Analisis del multiplicador <5-:

Consideramos dX # 0, dSD =0, d7 = 0, dM = 0:

1-Cyi =, 0 0 % 0

Ly L % 0 % _ od-

Lo o -l [0
dX

Usamos el método de Cramer:

dN' _ det(AdNr)
dX  det(A) ’

donde:

Ly L X4

Ayt = P2

w o 0 0 N¢
1 0 0 0

Calculamos el determinante expandiendo por la tercera columna:

1-Cy =1, 0
det(Agy) = N - (=1)**det| Ly L, 4
1 0 0

Usamos el determinante ya calculado:

det(AdNr) = —Ng : (_Irﬁ) = Ng[,«

Entonces:

ax ~ _jm X
}’PZ

Dado que N ;‘g < 0 (la demanda de trabajo disminuye con un mayor salario real), entonces:

dN'!
I < 0.

Esto es consistente con el modelo clésico con rigidez de salario real: un aumento en X
reduce el empleo N'.

7. Anadlisis del multiplicador j—;:

Calculamos el efecto de un cambio en el salario real rigido (X) sobre la tasa de interés

(r):
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dr _ det(Ag)

dX = det(A)’
donde:
1-Cy 0 0 0
Ly N¢ M 0
Ay, X P2
d 0 0 0 1
1 0 0 —f/(NY

Calculamos el determinante expandiendo por la tercera columna:

1-Cy: O 0
det(Ag) = 0- (cofactor) + 1 - (=1)**det| Ly Nfﬁ % ]
1 0O O
El determinante es:
1-Cy: O 0
det| Ly N¢ &l
1 0 O

ya que la tercera columna tiene ceros en la primera y tercera filas. Entonces:

d 0
d_r:_M:().
X -LY%

Esto indica que un cambio en el salario real rigido no afecta la tasa de interés, lo que es

consistente con el modelo.

Lys e . e dy’ .
8. Analisis del multiplicador < :

dX det(A) ’
donde:
0o -1 O 0
o L X 0
A . = r P2
TTING 0 0 1
0 0 0 —f(NY
Calculamos el determinante:
o -1 O
det(Agy:) = 0 - (cofactor) + (—f (N")) - (-1)***det| 0 L, %
N 00

El determinante del bloque es:
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0 -1, O _
2 -1, 0 M
det| 0 L, 2%|=ng-(-1)"" det[L M—] :N;‘g-(—lr)-ﬁ.
N¢ 0 0 TP
X
Entonces:
: M, M
det(Aay) = =f'(N') - Ny (=1y) - 5 = f'(N)Ng I 5.
Por lo tanto:
v f(NONSL
TR e
dX LM
VP2
Dado que f/(N') > 0y N% < 0, entonces:
dy'
— < 0.
ax =
9. Analisis del multiplicador Z—§:
dpP _ det(Agp)
dX — det(A) ’
donde:
1-Cy: -1, O 0
| Ly L. N 0
Aar =1 g 0 0 1
1 0 0 -—f(N)
Calculamos el determinante:
1-Cy: -1, 0 1-Cy: -1, O
det(Agp) = N&-(=1)* det| 0 0 1 |[+1(-1)*"*det| Ly L, NZ|.
1 0 —f/(N") 1 0O O

El primer determinante es 0, y el segundo es:

1-Cy: -1, 0O

det| Ly L, N¢ :—Ng-det[l_CY’ I

X 1 0

] = -N% . (=1I,) = N¢I,.
1 0 0

Entonces:
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Dado que N;‘g <0, M >0, P> 0, entonces:

AP
<o
ax

4 Modelo 4: Rigideces Reales y Nominales (Desempleo Keynesiano)

4.1 Supuestos

* Precios y salarios rigidos: Py W.
* Dos fallas de mercado:

— Exceso de oferta de bienes: Y > Y4 = Y?.
- Exceso de oferta de trabajo: N° > N¢ = N'.

+ Funcién de produccién inversa: N’ = F~1(Y9).
* Las empresas no venden toda su produccion a los precios vigentes, por 1o que no contratan
mds trabajadores aunque el salario disminuya.

4.2 Modelo Resumen

Yi=C(Y'-T)+1(r) +SD,

=L(Y',r),

| =

N' = F7}(1").

Variables endégenas: Y ' r,N'.
Variables exégenas: SD, M, W/P, T.

4.3 Planteamiento del Modelo

1. Ecuaciones:

Yi=C(Y'-T)+1(r) + SD,

| =

=LY, r),
N' = F~(Y".
2. Forma de identidad:
Y'-C(Y'-T)-1(r)-SD =0,

- L(Y',r) =0,

| =

N —F (v =o.
Las variables end6genas dependen de las exdgenas:
Y"* =Y'(SD,M,W/P,T),

r*=r(SD,M,W/P,T),
N = N'(SD,M,W/P,T).
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17
3. Diferenciales:

(1 = Cy:)dY' - I,.dr = dSD — CrdT,
1 -
—Ly:dY' — L,dr = ——=dM,
dN' = (F~Y' (YHdy' = 0.

4. Matriz:
1 - Cy: -1, 0] |dY! 1 0 -Cr O ZSA?
—Ly: -L, 0||dr|=1]0 —}5 0 0 4T
(- (yt t _
(F~H(Y"H) 0 1]||dN 0 O 0 O d(W/P)
5. Determinante:

1-Cy -~
A=| ~-Ly  -L, 0|,
—-(F7y(yh 0 1

Expandiendo por la tercera columna:

1-Cy -~

A =1-det ] = (1 - Cyt)(—Lr) - (—I,-)(—Lyt) = L,-(l - Cyt) + I Ly:.
Ly L,

Dadoque L, <0, 1, <0, Ly: >0,1— Cy: > 0, entonces A > 0
6. Politica monetaria:

Consideramos dM # 0, dSD =0, dT = 0, d(W/P) = 0:

1—-Cy -1, 0 % 0
!
(F_‘lll)y’t(Y’) _(I; ' (1) 3_11\"%' _01_5
am
dy'.
Calculamos IR
0 -I, 0
det[-5 —L, 0
dy? 0 0 1
am A
Numerador:
0O -1, 0
g 0 -7 1
det[-5 —L, 0| =1 det[_l _L’] -1 - —.
0 0 1 P P
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Entonces:

I,
day! -7

M L,(1-Cy)+ Ly

Dado que [, < 0, P >0, y A > 0, entonces:

dy'

— > 0.
dm
Calculamos %:
1-Cy: -1, 0
det| ~Ly  -L -3
dN' —(F 'y o0 0
am A '
Numerador:
l—Cyt _Ir 0 _ 0
det| ~-Ly  -L, —3% :—(F-1>'(Y’>-(—1>3+3det[_L’ _1]-
~(Fly() 0 0 S
Calculando:
-1, 0 1 I,
det =(-1)-[-z]==%
[—L, —}5] ( )(P) P
Entonces:
1 1
det = —(F7'Y (") - =< = —(F Y (YH=.
(F7)'(Y") 5 (F7)( )P
Por lo tanto:
—1\7 t Ir
dN' —(F7)'(Y) %

AM  L,(1—Cy) + I, Ly

Dado que (F~1)'(Y") > 0,1, <0, P >0,y A > 0, entonces:

dN'
— > 0.
amM

Esto indica que una politica monetaria expansiva (dM > 0) aumenta la produccién (Y)
y el empleo (N'), comportdndose de manera prociclica con las variables reales y contra-
ciclica con la tasa de interés (si dr/dM < 0).
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5 Publicaciones Similares

Si te intereso este articulo, te recomendamos que explores otros blogs y recursos rela-
cionados que pueden ampliar tus conocimientos. Aqui te dejo algunas sugerencias:

1. E Economia Matematica |

Esperamos que encuentres estas publicaciones igualmente interesantes y utiles. jDisfru-
ta de la lectura!


https://axiomata.netlify.app/economia-matematica/2025-04-14-economia-matematica-I/index.pdf
https://axiomata.netlify.app/economia-matematica/2025-04-14-economia-matematica-I
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